ECUACIONES DIFERENCTALES II
M. en C. Gerardo Mejia Rodriguez
Tarea 4

1. Escriba en coordenadas polares los siguientes sistemas y determine si el
origen es un centro, un foco inestable o un foco estable.

(a)

T1 = 11— T2
To = 1+ 29.
(b)
. _ 2
r1 = —X2+ X1T5
. 3
T2 = T1+T5.
(c)
. _ 5
Ty = —X2+I
. =4
To = 1+ T

2. Determine la naturaleza de los puntos de equilibrio de de los siguientes
sistemas no lineales; sea tan especifico como sea posible.

(a)

T = X1 — 122
il‘g = X2 — .T%
(b)
T1 = —4xo+2x120—8
By = 4dai— a2
(c)
T1 = 2m1 —2w1%2
T2 229 — 2 + 2.
(d)
& = —at—zi+1
{,.CQ = 2$1.

3. El gobernador centrifugo (vedse la figura) fue patentado por James Watt
en 1789 para controlar la maquina de vapor. Este estd descrito por el
sistema de ecuaciones diferenciales

¢ =9



. b
P = n*w?sinpcosp — Q2 sing — —1p,
m

1
w = Jlpcosp—F),

similar a aquellas derivadas por Vishnegradskii en 1876. Aqui las variables
dindmicas son ¢ € [0, 27], el dngulo entre el eje S y los brazos giratorios de
longitud L, w es la velocidad rotacional del volante, y 1 es la aceleracién
angular. Las constantes en la ecuaciéon son n la razén de transmisién
de engranaje- la razon entre la velocidad angular del eje y el volante,
0 = 4/g/L la frecuencia del brazo de péndulo, b la friccién del volante, m
la masa de los brazos giratorios, I el momento de inercia del volante, F' el
torque sobre la maquina, y p que representa el torque creado por vapor
causado al cerrar la valvula cuando el collar se eleva sobre el eje.

(a) Demuestre que reescalando el tiempo, haciendo 7 = Qt, y definiendo
nuevas variables (z,y,z) = (p,¥/Q,nw/Q), las ecuaciones pueden
ser reducidas al sistema

To=y,
y = sinz(z?cosx —1) — ey,
2 = a(cosx — B)

para los nuevos pardmetros (a, 3, €).

(b) Demuestre que si 8 es suficientemente pequeiia, existe un inico punto
de equilibrio no negativo (z*,y*, z*).

(¢c) Linealize respecto del punto de equilibrio y encuentre el polinomio
caracteristico.

(d) Demuestre que existe un valor critico €p(c, 8), tal que si € > e,
entonces el punto de equilibrio es asintéticamente estable, y si 0 <
€ < €g, entonces el punto de equilibrio es un punto silla.

4. Construya la funcién de Liapunov para determinar la estabilidad del punto
de equilibrio de (0,0) para los siguientes sistemas en RZ.

(a)

. 2 3
T = —I1+To—T5;—T
To = 71— To+ T1To.
(b)
. _ 2 2
T = .’£2—.’E1+3.’E2—2$1.’E2
. _ 2 2
Ty = —x1— 3]+ 5+ 271290,

(Sugerencia: Traté con series de potencias para L, comenzando con
términos cuadrédticos. Adhiera términos de orden mas alto si es nece-
sario. Algunas ocasiones es mas facil checar para el Hamiltoniano
que construir la funcién de Liapunov en principio.)



5. Un sistema lineal es asintOticamente estable siempre que tenga una funcién
de Liapunov de la forma L = 27 Sz.

(a)

(b)

Demuestre que cuando todos los valores propios de A tienen parte
real negativa, entonces la funcién de Liapunov

ATS + SA =1

tiene una unica solucién simétrica, positiva definida
o0 T
S = / e™ eTAdr.
0

(Sugerencia: Premultiplique la funcién de Liapunov por eTA” post-

multiplique por €74, entonces se puede identificar al miembro derecho
como una derivada total. recuerde que eAT+4A #* eA” el
-2 1

0 _2 } y demuestre explicitamente

Calcule S para la matriz A = {

que % < 0.

6. Bosqueje los retratos de fase para los siguientes sistemas. Determine si el
sistema es Hamiltoniano o gradiente durante el proceso.

(a)
(b)
()
(d)

=142,y =~y
v =y? 4+ 2y, v = 22 + 2y
v =a2%—2xy, Yy =y® - 2ay

m/:‘,'11,2_2:11.:1!’y/:y2_$2

7. El oscilador forzado de Duffing est4a modelado por el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales

(d)

j?l = X2
(ﬁg = X1 — .’ﬂ% — 5%2.

Demuestre que el caso 6 = 0 es sistema es Hamiltoniano y encuentre
su Hamiltoniano.

Esboce las curvas de nivel de H en este caso(d = 0).

Bosqueje le retrato de fase para el sistema. Incluya la descripciéon
de todos los puntos de equilibrio y cualesquiera conexiones de punto
silla que existan.

Si § # 0 estudie la naturaleza de los puntos de equilibrio del sistema.

8. Consideremos el sistema autonémo no lineal

I 4ay + day — x1 (27 + 23)
By = —dwy + 4z — zo(2? + 22).



(a) Escribalo en coordenadas polares.

(b) Aplique el teorema de Poincaré-Bendixon para demostrar que existe
una trayectoria cerrada entre los circulos r =1y r = 3.

(c¢) Hallar la solucién general no constante x = x(t), y = y(t) del sistema
original, y usarla para hallar una solucién periddica correspondiente
a la trayectoria cerrada cuya existencia se ha establecido en (b).

(d) Dibujar la trayectoria cerrada y al menos un par de trayectorias méas
en el plano fase.

9. En este ejercicio usted demostrara la propiedad

JMO(P(:r,y),Q(x,y)) = sgn (a)JMO(P(x,y),Q(x,y))

(a) Demuestre que
((1_(1_|a|))‘)PaQ)? (xay)eash OS/\Sl

es una deformacién continua no singular entre dos campos vectoriales.
Esto prueba la parte para a > 0.

(b) Demuestre que el ntmero de rotacién de un campo vectorial con-
tinuo cambia de signo bajo una trasnformacion de reflexién (z,y) —
(_‘Tvy) o (amy) - (‘T>_y)'

(¢) Finalmente suponga que tenemos un campo vectorial continuo f =
(P, Q) sobre D y no singular sobre dD. Demuestre que

de lo que se concluye el resultado.

10. Investigue la estructura global (usando la esfera de Poincaré) de las trayec-
torias para los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales

(a) @ =22(1+ 22 —2y?), y = —y(1 — 422 + 3y?)
(b) i=zB-z—y),y=yl—1)

11. (Punto extra.) Durante todo el curso hemos mencionado varios re-
sultados debidos a Henri Poincaré y en gran medida refinados por Otto
Bendixon. Sin copy-paste, redacte un resumen biografico de estos dos per-
sonajes, los cuales se les considera los fundadores de la teoria cualitativa
en ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Figure 1: Figura para el ejercicio 3, el gobernador de Watt



